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Representaciones irreducibles

Sea A = (y(X) una C*-dlgebra conmutativa, donde X es un espacio de
Hausdorff localmente compacto.

Supongamos que 7 : A — B(H) es irreducible. Por el lema de Schur se
tiene que m(A)’ = Cld. Como 7(A) es conmutativa se tiene

7(A) C w(A) C Cld, y por lo tanto m(A) = Cld. Entonces todo
subespacio de H es m-invariante, y como 7 es irreducible debe ser
dimH =1, y por lo tanto B(#H) = C. Luego 7rr:<5x, para algin x € X.

CONCLUSION: A menos de equivalencia unitaria, las representaciones
irreducibles de A son los elementos del espectro de A.
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Supongamos que 7 : A = Co(X) — B(H) es una representacién no
degenerada. Dados &, € H, el mapa A — C tal que a — (m(a)&,n) es
una funcional lineal acotada:

[{m(@)¢, mll < llw(a)élHnll < llalloo [IE]} [71l- (1)

Entonces, por el teorema de representacidon de Riesz, existe una (nica
medida yi¢ , € M(X) tal que para todo a € A:

(m(a)é,n) = / adug -
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El mapa H x H — M(X) tal que (§,7n) — pe,, es sesquilineal y acotada.

Demostracion.

Suponiendo probado que el mapa es sesquilineal, se tiene que es acotado,
pues de acuerdo a (1) la funcional asociada a i , es continua, y mas
precisamente se tiene ||u¢ || < ||| [|7]]-

El mapa es lineal en la primera variable:

J adbag +86,n = (m(a)(aé1 + B2), n) = alm(a)1, n) + B(m(a)é2,m)
Luego dpiag+5eo.n = d(higrn + Bligon): © S€a fagi+p6,n = ties,n + Bhgyn-
Para concluir vemos ahora que fig;; = fip.¢:

Jaduye = (m(a)n, &) = (n,m(a)*) = (n(3)¢,n) = [adue,y = [ adfigy.
Entonces ;¢ = fig ;- Ol

v
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Denotamos por Bx la o-dlgebra de Borel de X, y
Boo(X) := {1 : X — C medible Borel y acotada}.

Notar que B (X) es una C*-dlgebra con || ||, que contiene a Co(X)
como C*-subdlgebra.

Proposicién
Para cada ¢ € Boo(X), el mapa by, : H x H — C tal que

&) / Pelpie

es sesquilineal y acotado.

| A

Demostracion.
El mapa Ay : M(X) — C dado por v+ [, 1du es lineal y acotado, y by,

es la composicién de Ay con el mapa sesquilineal acotado dado por el lema
previo. Luego by es sesquilineal y acotado. Ol

v
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Se deduce del teorema de representacién de Riesz que existe un (nico
operador (1) € B(H) tal que by(&,n) = (7(¥)&, n), para todo &, 1 € H.
Lema

(1) Sea v, € M(X) tal que dv, = adp¢,, a € Co(X). Entonces

Va = Hr(a)¢n:

(2) Si T e n(A) (2 w(A)) entonces ji¢n = g, T+y-

Demostracidn.
(1) Si b€ A, entonces

J bdvs = [ badpe, = (m(ba)¢,n) = (w(b)m(a)¢, n) = [ bdpir(aye -
Entonces v, = iz (a)e -
(2) Para todo a € A se tiene:

Jadurey=(m(a)T& n)=(Tn(a)¢,n)=(n(a)¢, T*n) = [ adpe,7+y.

Entonces pte ) = pe, 7+9-

|
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Proposicién

El mapa 7 : Boo(X) — B(H) tal que ¢ — 7(1)) es una representacion
unital que extiende a .

W
Demostracion.

Q T extiende a 7, porque si a € Co(X), para todo &,n € H se tiene:
(T(a)¢,m) = ba(&,m) = [ adpe.y = (w(a)€,m)-
@ T es lineal, pues si 9,9 € Boo(X), o, B €C, &,n € H:
(T(arp + Be),m) = [ ah + Bodpey = o [hdpey + B [ odpey
= ((a7(¥) + B7())E, m)
Q 7(Y) =T()*, pues si 9 € Bwo(X), §,n € H:
(T, n) = [Yduey = [bdigy = [Pdune = @W)n,€)
= (& 7)) = (T(L)°E,m)-
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@ T es multiplicativa. Primero consideremos ¢ € B, (X), a € Go(X). Si
&,m € H, entonces por la parte (1) del lema anterior:

(@(pa)é,m) = [Yaduey= [ dprayen = T()m(a)é,n).

Luego es m(va) = w(v)w(a), para todo 1) € Boo(X) y a € C(X).
También se tiene T(ya) = w(a)w(v):

T(ya)* = w(va) = T(¥a) = T(Y)n(3) = 7(v)*m(a)* = (v(a)7())*
Por lo tanto:

[ avdue, = (T(va)é,n) = (r(a)T (V)€ m) = [ adpz(pyens
de donde ¥d e = dpizp)e,y- Por dltimo, si 91, ¢n € Boo(X):

@(Wrv2)6,m) = [ V1eduey = [ brdpmp)en = T(1)T(¥2)€ ),

Vé&neH

@ T es no degenerada porque extiende a 7, que no es degenerada.
Luego (1) = Id, lo que concluye la demostracidn.
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Definicidon

Definimos el mapa E : Bx — B(H) dado por

E(A) :=7(xa)-

|

Proposicién

(1) E(A)* = E(A).

(2) E(A)? = E(D).

(3) E(0) =0, E(X) = /d.

(4) E(A1N As) = E(A)E(A,).

(5) SiA =12, A, entonces E(A) =377 E(Ay), en la topologia
SOT.

Demostracién.

(1) E(A)* =7(xa)" =7(Xa) =T(xa) = E(D).

(2) E(A)* =7(xa)T(xa) = T(xaxa) = T(xa) = E(A).

(3) E(0) =7(x9) =7(0) =0.Y E(X) =7(xx) =7(1) = Id.

(4) E(A1NA2)=7(XxA;nn,) =T(XA,XA,) =T (XA,)T(XA,) = E(A1) E(A).

|
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(5) I(E(A) — Xker E(AK)EN?
= ((E(A) = Zk=1 E(AR))"(E(A) = 3o—1 E(AK))S, €)
= ((E(A) = Xok=1 E(A)(E(A) = 2okt E(AK))E,6)
= ((E(A) = 2ok=1 E(AK))S,€)
= fA\ W, A, GHeE
= pe(B\Wr=y Ak) =0 0.
Entonces lim, Y y_; E(Ax) = E(A) en la topologia SOT.

Definicion

Sea (X, M) un espacio medible. Una medida a valores en B(#) es un
mapa E : M — B(H), donde H es un espacio de Hilbert, tal que
(a) E(X) = Id, E(A)*E(A) = E(A), para todo A € M.

(b) B2y An) 2" 3502, E(Ay), es decir

lim, S0, E(AR)E = E(l4), An)E para todo ¢ € H.
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Sean A una C*-dlgebra y p,q € A tales que p*p = p, q*q = q.

(i) (p+a)(p+q) =p+qsiysdlosipg=0=qp.

(i) Las afirmaciones siguientes son equivalentes: p < q; pq = p; qp = p;
p = pPgp; p = qpq.

Demostracion.

(i) (p+a)*(p+q) = (p+q)*> = p*> + ¢* + pq + gp. Entonces
(p+q)(p+q)=p+qsiysdlosi pg+qgp=0.Sipg+qgp=0
entonces pq + pgp = 0. Entonces pgp + pgp = 0, y por lo tanto
pgp = 0, entonces pqg =0y gp = 0. El reciproco es claro.

(i) Es claro que las dltimas cuatro condiciones son equivalentes entre si.
Ahora, si pg = p, y por lo tanto también gp = p:
(—p)*(a—p) =(q9—p)* =9° — pg — gp + p> = g — p, entonces
g — p es una proyeccion, y g > p. Reciprocamente, si p < g:
(T=ag)p((1=q)p)*=(1—-q)p(1—q) <(1—q)g(1-q)=0,

de modo que (1 — g)p = 0, es decir p = gp.

|
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Proposicién

El mapa E verifica las siguientes propiedades.

(a) E(0)=0.

(b) Si A C A/, entonces E(A) < E(A).

(c) Si{An} T, entonces E(UA,) = sup,E(An).

(d) Si{A,} |, entonces E(NA,) = inf,E(Ay).

(e) Para todo par (§,m) € H x H, el mapa E¢, : M — C, tal que

Een(A) = (E(A)S,m)
es una medida compleja.

(f) E(AUA") + E(ANA') = E(A) + E(A).
(g) E(ANA")=E(A)E(A).
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Demostracién

(a) Se deduce de (e), cuya demostracién a su vez es inmediata.

(b) A" = Al A"\A. Entonces E(A") = E(A) + E(A'"\A) > E(A).
(c) y (d) Ejercicio.
(f) AUA" = AY(A'\A N A"). Entonces

E(AUA") = E(A) + E(A') — E(ANA).

(g) Se tiene E(A)[E(AUA")+ E(ANA")] = E(A)[E(A) + E(A)].
Ahora, por un lado es :

E(A)[E(AUA)Y+E(ANAN] =E(A)+ E(ANA).
Por otro lado:
E(A)[E(A)+ E(A)] = E(A) + E(A)E(A).
Entonces E(ANA") = E(A)E(A).

Ol

v
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Definicidon

Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff, y sea
E : Bx — B(#) una medida a valores en B(H). Se dice que E es una
medida espectral si es regular, es decir cada E¢ ,, es regular.

Observacién (m-topologia)
Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Para cada
p € M(X) consideremos los mapas p,, : Bs(X) — C dados por

Pulep) = ’/sodu’.

Entonces p,, es una seminorma sobre B.(X) para cada 1 € M(X), y la
familia {p,, : ;n € M(X)} separa puntos de Bo(X) (basta tomar las dy).
La topologia localmente convexa definida por esta familia serd denotada

por m. Observar que p; 5 ¢ si 'y sélo si [ idu — [ pdu para todo
p € M(X). La m-topologia es la topologia realtiva por Bo(X) como
subespacio de (M(X)', w*).

v
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Notar que
(i) (Boo(X)7 m)/ = M(X)

(ii) La topologia inducida por m sobre Co(X) es la topologia débil de
Co(X).

m

Go(X) = Bso(X).

Demostracidn.

Si € (Bso(X), m) es tal que []¢yx) = O entonces [ adp = 0 para todo
a e Cy(X). Luego = 0. O
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Sea 7 : Co(X) — B(H) una representacion no degenerada. Entonces
(i) 7 es (w-WOT)-continua.

(ii) Existe una dnica representacion T : Bso(X) — B(H) tal que

ﬁlCO(X) ™
7 es (m-WOT)-continua.

(iii) 7 induce una medida espectral sobre X, mediante

E(A) :=7(xa):
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Demostracion.

(i) Recordar que (m(a)¢,n) = [ adpug . Por lo tanto si a; —+ a entonces
[ aidue,, —i [ adpue,. Luego (m(a;)¢,n) —i (w(a)&,n), es decir
woT
m(a;)) = m(a).

(i) Sabemos que T : Boo(X) — B(H) tal que (T(¢)&,n) = [ ¢due, es
una representacion de B, (X) tal que Tlewn =

© T es (m-WOT)-continua: si ; =5 ¢ entonces [ pidue, —i [ @due.n
para todos &,m € H. Entonces (7(¢;)€,n) —i (T(¢)&,n) para todos
€,n € H, es decir 7(;) "3 7 ().

@ Como Cy(X) es denso en B, (X) con la m-topologia, 7 es la dnica
representacién de B, (X) que satisface las propiedades requeridas.

(iii) Lo vimos anteriormente.
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Definicidon

Sean (X, p) un espacio medible y E : M — B(#) una medida. Si
© =D p_q kX, con {Ag}._; disjunto, entonces

JpdE =371 akE(Ag).

(no depende de la representacion elegida.)

Observaciones

(@) ((J ¢dE),,n) = [ @dE¢, para todos &,n € H.
(b) I [ pdEEIP = [ 27 i E(DAG)ENI? = 227 iy ciai(E(DG)E(A)E, €)
= ST PIE@EIR < (max josl)? S0 IE(AEI?

= (;max |y 2| E(A)E]I? = [lllIE(A)ENZ < el €12
SJSsn

Luego || [ ¢ dE|| < |||l
(c) Entonces ¢ — [ @dE es un operador lineal y contractivo sobre las

funciones simples, y por lo tanto se extiende por continuidad a
JdE: My = {p: X — C: p es M-medible, |||l <o} — B(H).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 31



(d) Sean p € Moo(X) y ¢n ”lﬁx’ ©, donde ¢, es simple, para todo n.
Entonces, para todos &, 7:

([ s = i [ codE)m = tim [ oodEcy = [ ey,

Entonces (( [ ¢dE)¢,n) = [ pdEc,.

Proposicién
Sea E : Bx — B(H) una medida espectral. Entonces pg : Bso(X) — B(H)
tal que

pe(p) = / pdE

es una representacion tal que:

(1) pe(1) = fd.

(2) pe es (m-WOT)-continua.

(3) Sime : Go(X) — B(H) es la representacion g := PE|,(x)» €Ntonces
TE €s una representacion no degenerada de Co(X).

v
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Demostracion.
Es claro que pg es lineal. Veamos que preserva la involucién:

(pe(@)en) = [BdEey = [ pdEey = [ @dEye

= (pe()n, &) = (&, pe(e)n) = (pe(¥)*E,m)
para todos &, 7. Entonces pe(@) = pe(p)*.

Como E(ANA") = E(A)E(A) se tiene pe(xaxa’) = pe(xa)re(xar),
de donde sigue inmediatamente que pg es multiplicativa. Por lo tanto pg
es una representacién. Ademas:

(1) pe(1) = pe(xx) = E(X) = Id.

(2) Veamos que pg es (m — WOT)-continua: como E es una medida
espectral entonces E¢,, € M(X). Luego si ¢; 2, se tiene
J pidp —j [ ¢dp para todo p € M(X), y en particular para p = E¢,,.
Entonces

([ pidEE,n) = [ ¢idEey =i [ pdEey = (| pdE)E; ).

woT
Entonces pe(vi) — i pe(e)-

V.
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Continuacién de la demostracion.

(3) Es claro que 7g es una representacion, pues es restriccion de una
representacion. Hay que ver que mg es no degenerada.

Supongamos que 1 € H es tal que n L wg(a)§ para todo a € Co(X),

& € H. Entonces (mg(a)&,n) = 0 para todo a € Co(X) y para todo & € H,
y por lo tanto es [ adE;, = 0 para todo ¢ € H. Pero entonces E¢, =0,
de donde (E(A){,n) = 0 para todo A € Bx y £ € H. En particular:

(&;m = (E(X)§,m) =0
para todo ¢ € H, de modo que n = 0.

Luego span{me(a)é : a € Go(X),& € H} = H, es decir, mg es no
degenerada.
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Sean:
R(Co(X),H) := { : Co(X) — B(H) : 7 representacién no degenerada}.
R(X,H) :={p: Boo(X) = B(H) : p(1) = Id, p es (m-WOT )-continua}.

E(X,H):={E:Bx — B(H) : E es medida espectral}.
Entonces los mapas

a:R(X,H) — Rep(C(X),B(H)),

P plCo(X)
BR(X,H) — E(X,H),
p = Pls,

son biyecciones, cuyas inversas estan dadas por: a~*(r) es la tnica
extension de  a una representacién (m — WOT )-continua y 3~Y(E) = pe
tal que pe(p) = [ @dE.

Corolario

El mapa E(X,H) — R(Co(X), H) tal que E — mg, donde
me(a) = [y adE, es una biyeccidn.

|
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Sean E una medida espectral en el espacio LCH X, y mg : Co(X) — B(H)

su representacion asociada. Entonces wg es inyectiva si y sélo si E(V) # 0
para todo V' # () abierto.

Demostracién
(=) Sea V C X abierto no vacio. Sean a € Cp(X) tal que 0 < a <1,
a#0ya, A =0y¢fe?tal que me(a)§ # 0. Por lo tanto
lme(a)€]|? > 0. Entonces E(V) # 0, porque:
0 < (me(a*a)g, &) = [ a®dEee < Ege(V) = (E(V)E,€) = [E(V)EI.

(<) Dado a € Cy(X) con a # 0, existen V # () abierto y o > 0 tales que
|a|> > axy. Entonces, dado ¢ € H:

Ime(a)¢ll? = (me(|a?)é, €) = [lalPdEee > o [ xvdEee > o E(V)E|.

Como E(V) # 0, existe £ € H tal que |E(V)¢||? # 0. Por lo tanto
me(a)§ # 0. Entonces mg(a) # 0. O

N
| \

.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 23 /31



Sean E una medida espectral en el espacio LCH X y g : Co(X) — B(H)
su representacion asociada. Entonces

7TE(C0(X))/ = {E(A) WANS Bx},.

Demostracion.
Llamemos A = Cy(X). Sea T € B(#H). Entonces
T e me(A) & Trne(a) =me(a)T Vae A
& (Tre(a)é,n) = (re(a)TE,m) VEneH, aeA
Como (Tre(a)é,n) = (me(a)€, T*n), se tiene
T e ne(A) & [adEe 1y = [adETe, YEneH,acA

& Eren(D) = Ee7op(D) VA € By

& TE(A) = E(A)T VA € By,

< T e{E(A): A e Bx}. O

| A
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Teorema (Teorema espectral)

Sea N € B(H) un operador normal. Entonces existe una medida espectral
E : B,ny — B(H) tal que N = fa(N) AdE(X). Mds aun, se tiene:

(i) a(N) = fU(N) adE, para todo a € Co(X).
(i) E(V) # 0, para todo V abierto en o(N), V # (.
(iii) TN = NT si y solo si TE(A) = E(A)T, para todo A € B, ().

|

Demostracioén.
Sea A= C(o(N)), y sea 7y : A — B(H) el célculo funcional continuo.
Entonces 7 es una representacion fiel y no degenerada de A sobre H,
cuya imagen es 7y(A) = C*(Id, N). Sea E la medida espectral asociada
a 7. Entonces:
(i) Ya lo sabemos.
(i) Es la proposicién anterior.
(iii) TN = NT siysélosi TN = NT y TN* = N*T (por el teorema de
Fuglede-Putnam) si y sélo si T € 7y(A)’ si y sélo si
TE(A) = E(A)T para todo A € B,y (por la proposicién anterior).
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Corolario

Sea N € B(H) normal. Entonces para todo € > 0 existen a,...,ax € Cy
P1,..., Pk € Proy(H) tales que P} P; = 6;;P;, que cumplen:

k
HN — ZO&ijH < €
j=1

| A\

Demostracioén.

Se tiene N = [incdE, inc: o(N) — C tal que inc(\) = A. Como las
funciones simples son densas (uniformemente) en B (c(N)), existe

© = Zjlle ajXa; (con los {Aj}j-‘zl disjuntos) tal que |jinc — ¢|loc < €.
Entonces

k
IN =3 asE@)) = I [ (inc = ¢)dEl| < Jinc — ol < e
j=1
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CALCULO FUNCIONAL DE BOREL

Sea N € B(H) normal, con medida espectral E. Entonces el mapa

7 : Boo(o(N)) = B(H)
p— /cpdE

es una representacion unital. Se llama cdlculo funcional de Borel
sobre N.

Si [@idu — [ pdu para todo € M(a(N)) (es decir p; 75 ), entonces
(i) Y87 1(¢). Ademés, si 7' : Boo(o(N)) — B(#) es una
representacién unital tal que 7/(inc) = Ny 7/(y;) war 7'() si

[ pidp — [ @du para todo y, entonces T = 7.

Demostracidn.

Como 7., célculo funcional continuo 7y) entonces ambas

= 7'/ (
: lc(o(ny) . o
son extensiones (m — WOT )-continuas de 7y. Entonces coinciden. O
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Recordar que si T € B(#), entonces

Espectro:

o(T)={ € C: A—T ¢ Inv(B(H))}.

Espectro puntual:

op(T):={A e C: ker(T — ) #0}.
Espectro aprozimado:

oap(T) ={AeC:Ve>0,FEeH & =1y ||TE - X < e}

Observar que 0,,(T) C o(T).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 28 /31



Teorema
Si N € B(H) es normal, entonces o(N) = o,5(N).

Demostracidn.

Sean \o € o(N) y € > 0. Entonces, si D = D(\g,€) Na(N) se tiene que
E(D) # 0. Por lo tanto existe £ € E(D)H, ||€|| = 1. Se tiene:

INE — M€ ]2 = (N — Ao)*(N — Ao)€. &) = / A — ol2dEe ().

Supongamos que A C o(N) es tal que AN D = (). Entonces
E(A)E(D) = E(AND) = E(D) =0, de modo que, como & = E(D)¢:

Ece(A) = (E(A)E,€) = (E(A)E(D)E, &) =0
Entonces

INg = hogl2 = [ A= Do dEce < 2Eee(D) < 2¢lfF =22

Luego [|[NE — Ao&|| < e. Entonces g € g,5(N). O
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EEewe

Sea U: L?(R) — L?(R) dado por U&(t) = e&(t).

(a) U es un operador unitario: U* = U™1, U71¢(t) = e~ &(t). En
particular es normal.

(b) o(U) = S*. Como U es unitario sélo hay que ver que o(U) 2 St.
Para cada s € R, sea Vi : L2(R) — L?(R) dada por V&(t) = &(s +t).
Entonces V¥ = V.1 = V_g. Por lo tanto as : B(L2(R)) — B(L?(R))
dado por as(T) = Vs TVZ, es un automorfismo de B(L?(R)). En
consecuencia o(U) = o(as(U)), para todo s € R. Ahora:

as(U)Ele = VeUV_s€le = UV_s€ssr = TV g(s+1) = e®e'e(t).

Entonces as(U) = e*U. Luego es o(U) = o(e*U) = e”a(U) para
todo s € R. Entonces o(U) = St.
(c) Sea E: B,y — B(L?(R)) la medida espectral de U. Debe ser:

/ adE,f’,7 = <Tu(a)f,77> = <M§§’T/>)
a(U)

donde 3(t) = a(e™).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 30 /31



En efecto, el mapa: C(a(U)) — B(L?(R)), tal que a — M5 es una
representacion tal que 1 — Id, inc — U. Entonces, por la unicidad del
célculo funcional continuo, es M5 = a(U) Va € C(o(U)). Luego es
Js1adE¢;; = (Ms&,m), y por lo tanto [ adE = M5 Ya € C(o(U)).

Veamos ahora que si ¢ € L™(S!), es [ pdE = Mg, donde ¢ = ¢(e*). En
primer lugar es claro que ¢ — Mg es una representacion de L%°(SY) y que
su restriccién a C(S') coincide con 7. Por otro lado, si ¢; = ¢ (o sea

[ pidu — [ odu para todo 1 € M(S?)), entonces

<Mfﬁ,€’77> = fSOIdEf,n —i f@dEE,ﬁ = <M$§777>

Luego es M, wer Mg. Entonces ¢ — Mg es la dnica representacion
(m — WOT )-continua de L°°(S!) que extiende a 7y. En particular
E(A) = My, = M, donde Ya(t) = xa(e’) = { L °! e €A,
xa Xa! 0 siet¢A.

Es decir E(A) = Xa = x5, donde A =—iexp}(A).
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